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EJERCICIOS SOBRE INTEGRAL INDEFINIDA.

1.- Explique que diferencia hay entre los conceptos de "integral indefinida” y "primitiva’ .
[nota : primitivaes sinénimo de antiderivada) .

2.- Recuerde que el teoremadel valor medio afirmalo siguiente:
s f esunafuncién continuaen € intervalo cerrado [a, b] y derivable en € intervalo abierto
(a, b) entonces existe amenos un nimero c € (@, b) [ esdecir: a<c<b] tal que sea:

O _ .
Usando € teoremadel valor medio demuestre que s f es continuay derivable en todo R
3|é (s)i( )FJ(rxgz&c una antiderivada de f entonces toda antiderivada de f se obtiene con laférmula
3.- Observe que F(x)= arctg(x) y G(x)=1- arctg( %) son dos antiderivadas de1+1x2 y sin
embargo esfalso que G(x)= F(x)+C , yaque F(x)-G(x) no es constante. [por giemplo :
F(1)-G(1) = 2.arctg(1)+1 =  + 1 mientras que F(-1)-G(-1) = - 2.arctg(1)+1 = -5 + L
Explique por qué esto no esta en contradiccion con 1o visto en € gercicio anterior.

4.- Halle las integrales indefinidas siguientes, usando una tabla de derivadas y |a propiedad
delinedidad delaintegra indefinida
[nota: lapropiedad de linealidad se expresaen laformasiguiente :

[ 00+g(x))dx = f(x)dx+ | g(x)dx ;
[ kfO)dx = k.J f(x)dx , es decir :

laintegral delasumaesigua alasumadelasintegralesy laintegral de una constante por unafuncién es
igual alaconstante por laintegral delafuncion] .

43) J(z.x3+7.x+19)dx; 4b) | (sen(5x)+cos(7x))dx ; 4c) _[ (VX +5v%)%X ;

4d) J %d)(; 4e) Js;(-léixf dx;  4f) [ (sen(5x).cos(7x))dx ;

ag) [taepodx:  an) [tan2edx; 4y [ sen2(adx .

5.- Usando la"regla generalizada de |a potencid’ , halle las siguientesintegrales :
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3sen?(x)cos(x)

2 . . .

5a) Jsen (xX)cos(x)dx ; 5b) | sen(2x)cos(x)dx ; 5¢c) J (7+sen(x))2 ax ;
Jarctalx 2 N 3+tan(x)

5d) de; 56) de; 5f) J3+tan(x)dx_

1+x NERW COS?(X)

SOLUCIONESDE LOSEJERCICIOS 1 hasta 5.
1) Laintegral definida es el conjunto de todas |as antiderivadas o primitivas de lafuncién
dada. Entonces una primitiva es un elemento del conjunto "integral indefinida’'.
2) Una consecuenciadd teoremadel valor medio es que unafuncién continuaen [a, b],
derivable en (a, b) con derivada nula[en todo punto de (a, b)] es una constante; entoncess F, G
son dos antiderivadas de unamismafuncion f, resultaque (G- F) '=G'- F'=f-f =0, por
lo cual G - F esunafuncién constante, esdecir G(x) = F(x) +C.
3) Lafuncion F(x)= arctg(x) es continuay derivable entodo R , mientras que lafuncién

G(x)=1- arctg( % ) es continuay derivable en cualquier intervalo que no contenga el cero;

por €l resultado del gercicio 2) entonces resulta que en todos |os reales positivos se tiene
G(x)-F(x) = C1= constante , and ogamente en todos | 0s reales negativos se tiene

G(x)-F(x) = Co= constante pero no hay motivo por e cual las dos constantes deban ser la
mismayaques a<0<b, end intervao [a, b] no se cumplen las hipbtesis ddl teorema del
valor medio paralafuncion G - F [ yaque en x=0 G no esta definida).

4a) _[ (2.x3+7.x+19)dx = % x4+% x2+19x + C;

4b) | (sen(5x)+cos(7x))dx = - & cS(5X) +5 Sen(7x) + C

2
4c) J. (Vx +5 §/7<)2dx = J.(x+25.x2/3+10.x5/6)dx = Xj +15.x5/3+% x1V6 +C;

3+4x2
x2+1

3 . . _ L= ax - :
4d) J 24 10X = 3arcig(x) + C; 4e) J dx = j( 4- 2, = 4x - arctg(x) + C;

4f) sumando miembro amiembro las las férmulas de trigonometria:

sen(at+b) = sen(a)cos(b)+sen(b)cos(a)

sen(a-b) = sen(a)cos(b)-sen(b)cos(a) , se obtiene:

2.sen(a)cos(b) = sen(atb) + sen(a-b) , por lo cual, poniendo a=5x , b= 7x setiene:
2sen(5x).cos(7x) = sen(5x+7x) + sen(5x-7x) = sen(12x) - sen(2x) . Entonces :
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J (sen(5x).cos(7x))c = 5 | sen(12x)cx - 5 J sen(2x)clx = - 7 COS(12X) + 7 cOS(2X) + C ;
49) ftanz(x)dx = J (sec?(x) - Ddx =tan(x) - x + C;

ah) J tan2(5x)ax = [ (sec2(5x) - L)ax = £ tan(5x) - x + C;

4i) De laférmula: cos(at+b) = cos(a)cos(b)-sen(a)sen(b) se obtiene
cos(2a) = cos?(a)-sen?(a) = 1- 2sen?(a) por lo cual sen?(a) = L%S(Za) . Entonces::

jsenZ(x)dx: J 1-co§(2><) dX:J 1. J %dx% (), -

2 4

5a) _[ sen?(x)cos(x)dx =

send(x) .
3 +Ci

5b) | sen(2x)cos(x)dx = | 25en(x)cos2(x)dx = -2 | cos2(x)(- sen(x))dx =

5 cosg(x) ‘C

3sen?(x)cos(x) P _ -1
5c) J (T+5en3(x))2 dx = J(f(x)) 2f '(x) dx _7(7+sen3 ) +

v arctg(x

) 4y = 2 324 C -
5d) 14x2 dx—3(arctg(x) +C;

5€) Jarcsenz(x) dx = % (arcsen(x))3+ C;

V 1-x2

5) J V3+St2( ))dx = | sec200) V3HE(0) dx = JF () (F) V2 dx =

= 2(3+tan(x) )32+ C.
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EJERCICIOS SOBRE NOTACION SIGMA

6.- Escriba cada una de | as siguientes sumas en formaexplicita, sin € simbolo sigma:

6a) $ (2k+3) : 6b) 3 (2k+1) : 60) i (2k-1) :
k=1 k=2 k=3

6d) i(kiﬂb 60 3 (1) ; 6) £ f(e(xsxe)
=) i=1 s1

7.- Escriba con lanotacion "sigma' cada una de las siguientes sumas :
7a) 3+4+5+6+7 ; 7b) 1+8+15+22+29+36+43 ; 7c) -2+1+6+13+...+118 ;
7d) x2+3x4+5x6+7x8+9x10+11x12 ; 7€) 1-x+x2-x3+x4-x°+...+x100

EJERCICIOS SOBRE SUMASDE RIEMANN Y CALCULO DE AREAS.

8.- En cada caso, con lafuncién daday con € intervalo y la particion que seindican :

i) halle lanorma de la particion;

i) escribala suma de Riemann gue se obtiene tomando ¢; = Xj+1 = segundo extremo

dd i-ésmointervalo de laparticion ;

iii) escribala suma de Riemann que se obtiene tomando ¢; = punto del i-ésimo intervalo en
donde lafuncién toma su maximo en € intervalo mismo [esta suma se llama una"suma
superior” ] ;

iv) escri ibala sumade Riemann gue se obtiene tomando ¢; = punto del i-ésimo mtervalo en
donde la funcién toma su minimo en €l intervalo mismo [esta suma se llama una ' suma
inferior" ] ;

g) f(x)=2¢1,[ab]=[0,2],P=(0,3,1,7,2);
8) (=2, [, b] = [-1, 4] , P= (-1, - 3, +3,3,4);

8c) f(x) = 1-Ix| ,[a b] =[-3,5],P=(-3,-2,1, 3,5).

9.- Cdcule las areas de las siguientes figuras planas, por medio del limite de una
conveniente suma de Riemann.

9a) { (x,y)e R2 | 1£x£3,0£y£§} ;

9b) {(x,y)eR2| -1<x<2,0<y<x2} ;

9) { (xy)eR2| 0<x<2, 2x-x2<y< x+1} .

10.- En una proxima clase se definiraln(4) como el areadelafigura:
{(x.y)eR?| ISXS4,0gyg% 1

Usando una sumainferior de Riemann de la funcion definida por f(x)=% end
intervalo [0, 4] con laparticion P=(1, 2, 3, 4) , demuestreque In(4) > 1.
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS 6 hasta 10.

6a) § (2k+3) = (2.1+43)+(2.2+3)+(2.3+3)+(2.4+3) = 5+7+0+11 :

k=1
6b) S (2k+1) = (2.2+1)+(2.3+1)+(2.4+1)+(2.5+1) = 5+7+9+11;

k=2
6¢) i (2K-1) = (8-1)+(16-1)+(32-1)+(64-1)+(128-1)+(256-1) =

k=3

7+15+31+63+127+255 ;

1 1,_4 11 1 1,_ ,.1_-10.
od) Z(M'k)—(z‘1)+(3'z)+--- Hama0) =T

6e) i (x-1).xI = (X2-X)+(x3-x2)+...+(x9-x8) = x9- X ;
=1

6f) ﬁlf(Cs)(szsl) = f(c))(X1-x0)) + f(C2)(X2-x1)) + f(C3)(X3-X2)) + f(Ca)(Xa-X3)) ;
S=
7a) 3+4+5+6+7 = i i = i (i+2) = %( i-17) [ no hay unarespuestaunica] ;
i=3 =1 i=20

7b) 1+8+15+22+29+36+43 :f (2+71) :i (A+7(i-1)) ;
i=0 i=1

7¢C) -2+1+6+13+...+118 :i (i2-3) ;
i=1

7d) x2+3x4+5x6+7x8+9x10+11x12 = f‘(Zi-l)x2i ,
i=1

7€) 1-X+x2-x3+x4-x5+.,.+x100 = E?(-x)i :f?((-l)i x1)) .
i=0 i=0

1.7

8a) f(x)=2x-1,[ab] =[0,2] ,P=(0,5.1,4.2);
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i) IPl= 4 ; ||)f(2)(2 0) +f(1) (12)+f(4)(4 1)+f(2)(2-z)—
1 1,53,,1_1 .15 3_25,
=02+l o%2:4%3472 g 47 g
iii) sumasuperior = U(f, P) = lamismaqueii) yaque lafuncion dada es creciente y por lo
tanto e maximo en cadaintervalo de laparticion se obtiene a fina del intervalo mismo;
iv) sumainferior = L(f, P) = f(0)3 - 0) + f(0)(1-5 (D4 - 1) + () (2- 1) =
1. .1 .3 51_7,

=-1. é +0§ +1. Z

8b)f(x):x2,[a,b]:[-1,4],P:(-l,-%,+%,3,4).

) IPI =250 (3 5+1C) o +1(3) 3 (@)1= 5+ > + 5 +16;
i) UG, P) = (D) 5+ 1) 2 +1(3) 3 (@)1= 5+ o + 5+ 16
V)LE P =13 5+1(3) g+ 1(3) 3 H@1= 5 +oy+ 3+9.

8c) f(x) = 1-Ix| ,[a b] =[-3,5],,P=(-3,-2, 1, 3,5).

|P| =3 ;ii) f(-2).1+f(1).3+f(3).2+f(5).2=-1- 4 - 8 = - 13;
iii) f(-2).1+(0).3+f(1).2+f(3).2 = -1+ 3-4=-2;

iv) f(-3).1+f(-2).3+f(3).2+f(5).2 = -2- 3- 4- 8 = -17.

92) {(xy)eR2| 1<x<3,0<y<3} ; f(x) =3,
X0=1,AX=?=% : Xk:1+k-%;f(xk):f(l+k.%):%+%;

kﬁzlf(xk)Ax) iz %3 1k21+§ % 23’1)_1+(1+%);
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, i NP
lim kﬁzlf(xk)Ax =lim 1+ (1) =2;

9b) { (x,y)e R? | -1<x<2,0<y<x2} ; f(x)=x2;x0=-1,Ax:%,

x=-1+k 2, ﬁf(xk)Ax)_ i( 14k ;{i % 6%)3 =
3 18 27 n(n+1)(2n+1) 18n(n+l1) _
=0 2 (0+7] 20017 8 =3+ T il

9, 1.1 1. . ) 9, .1.,..1 1
=3+ (L4 )(2+) - O(L+7); fim. kiz 1f(xk)Ax = lim (3+ 5 (147 )(2+7)- 9(1+) )=3.

9c) { (x,y)eR2| 0<x<2,2x-x2<y< x+1} .

f(x):X+1'(2X'X2):XZ'X"']-;AX:%;XOZO,Xk:k.%;

2 k2 2 .2
PHxA) = S (i xk+D)E= $(45,-kE+1)E =
&y KM= 2 N g1 n2 "N 7N

_ 8 n(n+1)(2n+1) 4n(n+1)

_8 4 L2
LR AL

:%(1+%)(2+%)-2(1+%)+2;

) 4,11 1 8
lim kﬁz 1f(xk)Ax =lim 3 (1+)(2+5) - 2(1+) +2=5 .

10 L(f, P) = (2 1+{(3) 14141 =3 + S+ 1= o o= 1051,
como L (f, P) proporciona una aproximacion por defecto del area, setiene:

1<L(f,P)= 22 < In(4) luego In(4)> 1.
12
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EJERCICIOS SOBRE TEOREMAS FUNDAMENTALESDEL CALCULO
Y PROPIEDADESDE LA INTEGRAL.
11.- Use e segundo teorema fundamental del cdlculo (y ladefinicion de integral definida)
para calcular los siguiente limites de sumas de Riemann :

11a) lim %, f(XKk) (Xk-Xk-1) , con f(X) = 2x+sen( 5) ,X0=2,Xn=5;
n%ookzl 3

11b) fim 3 (D) exica) 0o (9 = xX ,x00, Xi= 4.

12.- Caculelas éreas delastresfiguras del gercicio9 :
9a) {(x,y)e R? | 1Sx£3,0£y$§} ;

9b) {(x,y)eR2| -1<x<2,0<y<x2} ;

9) { (xy)eR2| 0<x<2, 2x-x2<y< x+1}

expresandolas por medio de unaintegral definiday calculando laintegral usando €
segundo teorema fundamental del célculo.

13.- Demuestre las siguientes desigual dades, aplicando en forma conveniente la propiedad
de comparacion paraintegrales definidas :

/2 4
cos(x) . ;f g o
13a) Of X2+ Sen(X)+Cos2(X) dx< 27 13b) 0 < JsenS(x) dx< g4 -

14.- Calcule las siguiente integral es definidas usando e segundo teorema fundamental del
cdculoy lapropiedad de aditividad sobre intervalos:

14a) I[[x]] dx, [ sendo[[x]] ="parteenteradex " ] ;

14b) J22|x3-x|dx; 14c) n(f) Ttan(x)-1| dx .

15.-Halle la derivada de cada una de | as siguientes funciones

15a) G(x) = Isen(xZ)dx ; 15b) G(X) = jxsen(XZ)dx;
2
15¢) G(x) = 2sten(xz)dx; 15d) OTsen(xz)dx ;
2
15¢) G(x) = 2szen(xz)dx; 15f) 1sen(x2)dx .
X -X

16.- Demuestre que la gréficade lafuncion definidapor F(x) = Itan(xz)dx

tiene un minimo local enx=+x .
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SOLUCIONESDE LOS EJERCICIOS 11 hasta 16.

12) im $ 10000excn = ] (@crsen( %
n—eok=1

3))dx = [ x2- 3.co8(3)]5 =

=(25- 3-003(2) - (4 - 3.co¥( %) =21 +3.cos(%) - 3.Cos(g) :

2
11b) lim kﬁglf( XD ) (e Xie.1)= (f (VX k= % + 53328 =

B 40
=(8+ 3) 0=-73 .

11) Areas expresadas por medio de integrales definidas:

2
X
3.5,

%) (xy)eR?| 1<x<3,0sy <X} ; J>2<dx:[4]1

1

X3
ob) {(xy)eR2 | -1<x<2,0<y<x?} ; fxzdx-[ 15=3

9c) { (xy)eR2| 0<x<2, 2x-x2<y< x+1},

2 2
_(l). ((X+1)-(2X - X2))dX = .([ ( X2-X+1)dX = [ )é?’ - X22 + X ]S :% .
/2
_ cos(x)
13a) | = Or X2+ (X)+COSZ(X)
cos(x) < cosx) f cos(X) . - 2
x2+sen(x)+cos?(x) ~  'sen(x) Vsen(x)

4
13b) 0 < Isen8(x) dx < g—4 . End intervalo [0, n/4] setierne :
(2 V2

0 < sen(x) <5 luego 0<send(x) < (5
n4
T

4
0 < jsens(x) dx < TG dx= gz -
0

)8_T6 por lo cua :

14a) ];[[X]] dx = J;[[X]] dx + Ji[[X]] dx + Z[[X]] dx + Z[[X]] dx =
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= jLde + ledx + J32dx + Tde = 0+1+2+3(n-3) = 3n- 6 ;
0 1 2 3

14b) J2|x3-x ldx = -le(x-x?’)dx + f(x3-x)dx + J)l(x-x3)dx + le(x3-x)dx =
: a

‘ x

[%
[(3-2)>@H]1+[0-(G-D1+[(5-2)-01+[(42)-((G-2)1=5

14c) Jé T tan(x) - 1]sec2(x) dx = f (1 - tan(x) )sec?(x) dx + T;Jj Ztan(x) - 1)sec?(x) dx =

RN

1 . X X2 x4 .1, X4 x2 .2
-2 a7 lotlg-7 11
5 1

tan (x) ]n/4 [tan 2(x)

5 tan(x)]“é4—(1-%)+(%-0):1.

=[tan(x) -

15a) G(x) = Orsen(xz)dx , G'(x) = sen(x?) ;
15b) G(x) = jK%n(XZ)dX , G'(x) = 3.5en(9%?) ;

15¢) G(x) = 2sten(x2)dx =- jxsen(xz)dx , G'(X) = - 2.sen(4x2)) ;

2
15d) Jsen(xz)dx , G'(x) = 2x.sen(x4) ;

15e) G(x) = 2jixsen(XZ)dx = Osz;en(XZ)dx - Oszen(XZ)dx,
G'(x) = 3.5en(9x?) - 2.sen(4x?) ;
15f) 1sen(x2)dx = Jsen(xz)dx- zsen(xz)dx ,

G'(x) = 2x.sen(x4) - (-3x2) sen(xB) = 2x.sen(x4) +3x2 sen(x") .

16.- F(x) = 2rtan(xz)dx ; F'(X)=tan(x?); F'(Ym)=tan(x) =0;

F'(X) = 2x.sec2(x2) ; F'(V ) = 27 .sec?(n) = 2yn >0, por lo tanto F(x) tiene un
minimo loca enx =+x .



@

Universidad Simoén Bolivar
Depto. de Mateméticas VERANO DE 2005
Purasy Aplicadas

MA1112 Secciones0ly 04

EJERCICIOS SOBRE INTEGRACION POR SUSTITUCION
Y CALCULO DE AREAS.

17.- Cdcule las siguientes integral es usando sustituciones cuando sea conveniente :

4
17a) Jx.sen(xZ) dx ; 17b) J1-2+)>((4dX; 17¢) j\/ X+7dx ;
3

17d) J\/%dx ;. 17e) Jx.\3/x+3 dx ; 17f) Ji?’_xzdx
- -X

179) J x.\/3 x2+3dx ; 17h) IxztanZ(xe’) dx ; 17i) Jsen(\/?x) dx ;

B
125/8
| x %(.cos(ns&)
17)) §.0052(3x2+17-@) dx ; 17k) — X
2718

171) .[ V1-x2dx ; 17m) .[ (2x+1)V 1-x2 dx .

4

18.- Conociendo que 1ff(x) dx=7, jf(x) dx =5, hadle: Jf(\/_@dx .

1
19.- Halle € &reade cada unade las siguiente regiones del plano :

19a) {(x,y)e R2| 0<x<2,0<y <2x-x2} ;
19b) (x, y)eR2| 0 <x <2, x2-4x <y < 2x-x2} ;
19c¢) laregién acotada por |la parébola de ecuacion y = 2x-x2y larecta
deecuacion 3x-4y -6=0;
19d) laregion acotada por lacurvade ecuacion y = x3-12x
y surectatangenteen e pto. A(3,-9) ;
19¢) laregion acotadapor e segmento OA, €l segmento AB y € arco BO de lapardbola
de ecuacion y2+4y-x =0, siendo los ptos. O(0, 0) . A(5, 1), B(0, -4) ;
19f) laregion acotada por € segmento AB , € arco BO de la parabola de ecuacion
y =x2+2x y e arco OA delacircunferencia de ecuacion x2+y2-2y =0, siendo los
ptos. O(0, 0) . A(-1, 1), B(-2,0) ;
199g) Exprese por medio de dos integrales definidas € érea de laregidn acotada por lastres
arcos : OA, delapardbolade ecuacion 9y=x2, OB delapardbolade ecuacion y= x2-4x ,
AB, delapardbolade ecuacion y= (x-4)2 siendo los ptos. O(0, 0) , A(3, 1) , B(4, 0) .
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS 17-18-19.

17a) Poniendo x2=u = j x.sen(x?) dx = J%sen(u)du = %.(-cos(u)) = 71 cos(x2)) +C

2 S 2 )
17b) J Laxd dx = arctg(x4) + C;

17C) Poniendo 3x+7 = U2 = J\/ 3x+7 dx = Jg u2du = é u3+C = % (3)(+7)3/2+C :

4
j\/ X+7dx = [ % (3x+7)32) = % (343-64) = 62
3

) 1
17d) Poniendo u2 = 2x-7 = J dx =V2x-7+C:
) \ 2X-7

17¢) Poniendo x+3= 13 = J X IXFB A = o (A243x-27) X453+ C

1+4x 1 4x
17f) dx = dx + dx =arcsen(x) - 4V 1-x2 +C ;
J\/ 1-x2 J\/ 1-x2 J V 1-x2

3
17g) Poniendo x2+3=u3= J XA Xx2+3 dx = g (x2+3)43 + C

[ también podia usarse la sustitucion x2+3=u] ;

17h) Poniendo x3=u = sztanz(x3) dx :J % (sec2(u)-1) du :% (tan(x3) - x3)+C ;

17i) Poniendo V3x =u = 3x=u?, dx:% u.du , Jserjl%(_?»() dx = \/\/,53 Jserjl(g’b() dx =
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\BJ sen(u) 2 2 2
= — | —>"3udu =-—=cos(u) = - ——=cos(N3x) +C;
17j) Poniendo 3x2+17-V3=u = x.dx = % du, Jg.c052(3x2+17-\/§) dx =
1 1 3x2+17-V3 | sen(6x2+34-2y3
=1 Jcosz(u) du=5, [ (1+cos(2u) ) du = o4 \/7 ( 8 \F)
3 %/7( cos(r %/7() u.cos(mu).
17k) Poniendo Vx.=u, setiene | ——— ———dx = Ju 3u2du =
125/8
3 i"& cos(m 350 6.
= J3cos(nu)du = sen(nu) + C; luego f [ — sen(mu) ]gg T
2718

171) Poniendo x= sen(u) setiene : dx= cos(u).du , .[ V1-x2dx = J cos?(u).du =

sen(2u) )= 1
=)=

=3 ] (1+cos(2u)du = 3 (u + 5 (u+sen(u).cos(u) ) =

= %(arcsen(x) +X\V1-x2)+C;
17m) J (2x+1)V 1-x2 dx = f 2x\V1-x2dx + [V1-x2 dx =

=2 132+ 3 (arcsen() +x\1o2) + C.

f(Vx),

18.- Poniendo Vx = u, setiene J& dx = | 2.f(u).du, luego

J%X = le-f(u),du =14.
1
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19a) {(x,y)e R2| 0<x<2,0<y <2x-x2} ; i (2x-x2)dx :
19b) (X, y)e R2| 0 <x <2, x2-4x <y < 2x-x2} ;
I [(2X-X?) - (x2-4X)] dx = j [(6x-2x2) dX ;

19c¢) laregidn acotada por |la pardbola de ecuacion y = 2x-x2y larecta
de ecuaciéon 3x-4y-6=0;

2
[EEEA
-3/4

19d) la region acotada por lacurvade ecuacion y = x3-12x
y surectatangenteen e pto. A(3,-9);
Rectatangenteen A : y = 15x-54 ; intersecciones de la recta tangente con lacurva:

A3, -9), B(-6,-144) ; T[(x3-12x) - (15x-54) | dx ;
-6
19¢) laregion acotadapor e segmento OA, e segmento AB y € arco BO dela parabola
de ecuacion y2+4y-x = 0, siendo los ptos. O(0, 0) . A(5, 1), B(0, -4) ;

} [(y+4)- (y2+4y) ] dx ; también

N

T [(-2+Vx+4)-(-2- Vx+4)] dx + Or [(-2+Vx+4)-(x-4) ] dx ;

4
19f) laregion acotadapor € segmento AB , € arco BO de la pardbola de ecuacion

y =x2+2x y e arco OA delacircunferencia de ecuacion x2+y2-2y =0, siendo los
ptos. O(0, 0) . A(-1, 1), B(-2,0) ;

];[(x+2) - (x2+2x) Jdx + Jj[(l—\/ 1-x2) - (x242x ) Jdx ;

199) Exprese por medio de dos integrales definidas €l area de laregion acotada por lastres
arcos : OA, delapardbolade ecuacion 9y=x2, OB delapardbolade ecuacion y=x2-4x ,
AB, delapardbolade ecuacion y= (x-4)2 siendo los ptos. O(0, 0) , A(3, 1) , B(4, 0) .

3
J (- (x2-0 ] o + Jj [(x-4)2 - (x2-4%)] cix .
0
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EJERCICIOS SOBRE LOGARITMO NATURAL Y FUNCION EXPONENCIAL

20) Sean a, b nimeros reales positivos;;
20a) demuestre que In(ab)=In(a)+In(b) usando la propiedad de aditividad sobre intervalosy

ab b
verificando, por medio de una conveniente sustitucion, que: J 1 dt

1
o [T

a 1
20b) tomando en cuenta que In(x) es funcion inyectiva, demuestre que (e?)b= e2d

21) Resuelva las siguientes ecuaciones [siendo e=2,718281.... €l Unico nimero real cuyo
logaritmo natural es=1] :

21a) In(1-x2) = % +In(1+x) ; 21b) In(1-x2) = e + In(1+x) ;
21c) eX.e2=1; 21d) enex (£9)2.6%9)= Jeex:

21e) In(x3) + 2.In(x) + In(%) =8;  21f) In(2x)+In(3x2) = In(6) + 9.

22) Verifique que: fsec(x) dx =In(sec(x)+tan(x) ) + C.

23) Calcule las siguientes integrales (usando algun método que sea conveniente) :

23a) | tan(x).dx ; 23b) J 3+)éx2 dx ; 23c) Jf::j dx ;23d) J. \ X6+2x4+x2 dx:
236) J'”)((X)dx o3 J'”()Z(’frg:“)d 23g) J '”(ﬁ)

2ah) V@ . 23) [Netax;  23) [T

eX

1_exdx )

23k) J*dx ;o 23) de ; 23m) J

24) Derive las siguientes funciones, usando el método de la"derivada logaritmica’ :

24a) f(x) =eXIn(x).x3 ; 24b) f(x) _(1+x3>)(.35en(x) : 24¢) f(X) = eXAx .

24d) f(x) = u(X)v(x)w(x) .
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EJERCICIOS SOBRE LOGARITMOS Y EXPONENCIALESNO NATURALES

25) paratodo niimero real positivo, a, se define ax = exIn(@ ;
25a) demuestre que s 0 < a<1 lafuncion a es decreciente en todo R mientras que s

a>1lafuncion a¢ escrecienteentodo R ;
25b) El hecho que paratodo a positivo #1 , lafuncion
& (-0, +0 ) = (0, + ) esinyectiva, permite definir logg(x) como lafuncion
inversade & ; demuestre (tomando en cuenta que la funcidn exponencial esinyectiva)
que setiene: logg(x) = |2((;())
Observacién importante.
In(x)

las dosidentidades : aX=exIn@ | loga(x) = In(@ Sonmuy Utiles para transformar

problemas que involucran exponenciaes en base cualquieray logaritmos en base
cua quiera en problemas que involucren solamente exponencialesy logaritmos naturales.

26) tomando en cuenta [cuando sea conveniente] que f(x)9X)= ed(X)-In(f(x)) halle la derivada de
cada una de las siguientes funciones :
26a) xsn(x): 26b) (sen(x))X ; 26c) (L+x)UX ; 26d) (Vx+4 )tan(x) .

Halle la ecuacion de larecta tangente ala gréfica de las cuatro funciones de este g ercicio en
el punto indicado :

26a3) A(5. ) ; 260b) B(; , 1) ; 26cc) C(1,2) ;26dd) D(0, 1).

27) Cdcule las siguientesintegrales:

2
27a) ng)?(x)dx ; 27b) ))110X dx ; 27¢) J(ngf’x)dx ;

27d)J1 S 1 27) J1+17de . 27f) Jmcj

2709) | x 70D ax - 27h) J3'(ln()(5xz))2dx . 27i) J%d

1a

27)) J x1|olgn(x()x) dx ; 27K) T(Vs 4.en(x) - 4. cos?(x) ) cos(x)dx .
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SOLUCIONES DE LOSEJERCICIOS 20 hasta 27.
20a) usando lasigtitucién t=au setiene: J dt = J (adu) = Jldt;

20b) In( (e3P)=b( In(e?) = baln(e) = ba=In(e?)) ; otra manera de demostrarlo puede ser
lasiguiente: (ed)b = ebIn(ed) = gbaln(e) = gab
21a,b) resolvamoslaecuacion In(1-x2) = a+ In(1+x) ;
X2
s X es solucion de la ecuacion, debe ser : ln(%) =In(1-x) =a = x=1- €2y como

los argumentos 1-x2, 1+x de los logaritmos deben ser positivos, se debe cumplir
que -1<x <1 . Porconsiguiente x=1- e2es solucion de laecuacion dadas y sdlo s
-1<1-ea<1 esdecir,sysdlos eA<2locual secumples y sdlos a<In(2).

Considerando la suma de Riemann inferior paralafuncién % end intervalo[1, 2] conla
particion P=(1, 2) se constata que% <In(2) , mientrasqueln(2)<l<e.

Se concluye entonces que la ecuacion 21a) tiene solucion x= 1-el/2 = 1-/e, mientrasquela
ecuacion 21b) no tiene solucion.

21c) x1=0, xp=-1; 21d) x1=-1 ,xz:-%; 21e) x=¢€2; 21f) x =€3.

sec(X).tan(x)+sec?(X) _
sec(x)+tan(x)

22) Laderivadade In(sec(x)+tan(x) ) es: = sec(X) .

23a) Jtan(x).dx = - Inlcos(x)| = In|sec(x)| +C;

In(3+5x2 )
23b) J3+5 5 Ox = 10 G

23c) poniendo u =x2, v=x4: J X+x3 J —d J

1 1
J Tty T 5d J1+v éarctg(xz) + Zln(1+x4) +C;
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23d) f \x6+2x4+x2 dx = j |x | (x2+1) dx = Ixl 7 (08+2) +C;

236) Jln)((x)dx :('”(g))2+c; 23f) J'”ﬁﬁ?d ('“(2X+3))2

239)J|n(\/§()d —i Wd In(5)In|x|+ g (In(x) )+C;

23h) [V@ax —Vex+c: 23i) JVecdx = e c:

23) J N7 dx =7 | 32 ax :Zf@+c;

23k) de In(1+eX) + C ; 23l) de x- In(l+eX) + C;

23m) J\/ 1_e;(dx = 2.arcen(\eX )+ C.

24a) In(ly]) = In(| ex.In(x). x3|) x +In(lIn(x) )+ 3.In(Ix]) =

=y'=s y(1+xln(x) X)— ex.In(x).x3+ eX.x2+ 3 eX.In(x).x2;

B X
24b) f(x) = (1+x3).sen(x)

= f'(x) = f(x) (% - 1:1)‘)(23 - ctg(x) ) ;

24c) f(x) =ex = /()= e x (1+ 5 )—eX\B<+T-

24d) f(x) = u(xX)v(x)w(x) =

u'(x) , v'(x) , w'x)

£100 =100 iy, Vo0 wigg) ) = U COVEIWE) +UGIV COWE) + UCIVEIW 69

= Inlf(x)|= 3.In(Ix]) - In(| 1+x3]) -In(| sen(x) |) =
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25a) (aX)' = (exIn(@) ' = ax.In(a) ; como a >0 (¢¢ por qué ??) y
comolIn(@ <0s 0<a<lmientrasque In(@) >0s 1<a, seconstata que
s O0<a<llafuncion a esdecrecienteentodo R

mientrasque s 1 <a lafuncion a escrecienteentodo R ;

loga(x) = In((a)) & In(a).loga(x) = In(x) <> &N@100ax) = () y et ditimaigualdad es
cierta, yaque setiene: €nN@100ax) = glodax) =y~ oIN(X)= x

268) (X0 )’ =(eSN0) 1000 = €56 NG sen(x). NG =( x50 Yeos(x).In(x)+ =)
26aa)2 =f(3)= 5[ 0+a]= %:1: VENS

26D) (sen(x))*=(exIn(sen())y= exIn(ENCx.In(sen(x)) ] =(sen(x)X[In(sen(x))+x.ctg(x) I;

26bb)

—f(2) 0= y-1=0;
In(

X ( /2)
26¢) (L)X ) = (1) UX | 1 In(1+x) , .

ERY = (g Ux [ gy - 705901

26c0) Y= =203-1n2)] = Y Z=1-In(;
26d) ( (Vx+4)En(x) ) = (Vx+4 ) [tan(x).In(Vx+4 )] ' =
= (Vx+4)an(x) %[secz(x).ln(\/m )+tan(x) 1

X+4

26dd) © > Lot(0)= In(2)

log (x) | 1 (I 2
21a) J < J x?é)f;)dx In(a)(n(;))

9 .
In(10) *

27b) JllOX dx = Jlex-ln(lo) dx = [1097 =
0 0

In(10)

20 [ @520~ [ (ro@roaoe (3« (§ ooxe

27d) poniendo a=1In(5) y luego u=e2 tenemos:

SN I 1J 1, In(+u) _ In(1+5%)

15X | Trem ="y T e TG
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1 _ 7x _o In@y L
27e)j1+7de_J(1-1+7x)dX_X- In(7) +C;

In(loga(¥)) _ In(In(x)) - In(In(3))

27f) Observemos que In(5) , luego , poniendo u = In(x)

x.logg(X) x.In(x)
tenemosj IZ(: ggg’gg) dx = In(5) J w du = In()[ ('n(zl}))2 - In(In(3)).In(u)]=
= In(5)[ ('”('”2(")))2 - In(In(3)).In(In(x))]+ C ;
u x2
274) poniendo u = x2 = | x.70? dx = % [ 790 = 2_|7n(7) = 2i(n(;) +C:

27h) observando que (In(5x2))2 = [ In(5)+2.In(x) ]2 = ( In(5))2+4.In(5).In(x)+4(In(x))2
y poniendo u = In(x) seobtiene:

J3('”(X5XZ))2 dx =37 [ (In(5))2+4.In(5).u+4u2] du =
=3( In(5))2u +6.In(5)u2+ 4 u3 = 3( In(5))2n(x) +6.In(5)(In(x))2+ 4 (In(x))3 + C;
27i) observando que (x.In(x) ) ' =In(x) + 1, pondremos u =x.In(x) y seobtiene:

J%dx = Jadu: In(u) =In( x.In(x) ) + C;

27)) Jxﬁggig‘()x) dx = In(10) J L :2&‘)) dx =In(10)In(x.In(x) )+ C:

27K) poniendo sen(x) = u setiene : V5 - 4.sen(x) - 4. cos2(x) =V (1-2u)2 = |1-2ul;

T

| o)
0( \5- 4.sen(X) - 4. cos?(x) ) cos(x)dx = Jl |1-2uldu = j(l—Zu) du +1/£2u-1) du=
0

1/2 1 _1
[u-u2]g +[u2-uly, =5 -
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EJERCICIOS SOBRE INTEGRACION POR PARTES
28) Cdlculelas siguientesintegrales, usando, cuando conveniente, e método de integracion

"por partes’ . Recuerde laformula; u(x) v '(x) dx = u(x).v(x) - | u'(x).v(x) dx

[ 0, en términos de diferenciales: | udv=uv- [v.du].

28a) | x.In(x)dx ; 28b) [x.sen(x)dx ; 28c) |2x.cos(3x) dx :

28d) J?x.eade ; 286) fx.e(x2)dx ; 28f) Jx3.e(x2)dx ;

28g) Jarctg(x) dx ; 28h) [InGdx : 281) | x2In(x) dx : 28j) | x.(In(x))2dx :

28k) Jx.lOde ; 28I) J logy(x) dx ; 28m) J x2arctg(x) dx ; 28n) Jx.sec2 (x) dx.

29) Sea lp= J (In(x) )Ndx ;

29a)integrando por partes, demuestre laférmula de reduccién :
In = X.(In(X) )n - n.ln_l :

29b) usando laférmula29a) , halle J (In(x) )3dx

30) Calculelaintegra Ha= | (sec(x))3 dx,

conociendo que ] ('sec(x) ) dx = In(sec(x)+tan(x)) + C .

Sugerencia: escriba (sec(x) )3 = sec(x).( sec(x) )2 eintegre por partes tomando
u(x) = sec(x), v '(x) = ('sec(x) )? :

Ha = sec(x).tan(x) - | tan2(x).sec(x) dx = sec(x).tan(x) - | ( sec(x) - 1).5c(x) dx =
= sec(x).tan(x) - J sec3(x) dx + J(sec(x)) dx = sec(x).tan(x) - Ha+ | ('sec(x) ) dx

luego despeje Hz delaigualdad H3 = sec(x).tan(x) - H3+f(sec(x))dx.
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS 28 hasta 30.

280) 5 In)- % +C;  28b) sen(x) -x.cos(x) £C

28¢ )zxse”f(?’xh cos(3) +C; 28d) & (ax 1)+C:
28e)e(;2)+C; 28f) 2)(x21)+C

28g) x.arctan(x) - IN(V1+x2) + C:  28h) xIn(x) - X + C:

28i) X33 In(x) - f +C: 28)) XZ('g(X))z - XZ'Q(X) + ﬁz +C;
286) % (ac1) +C; 281) “9X +

3
28m) % arctan(x) - g X2 + & In(1+x) + C;
28n) x.tan(x) + In|cos(x)| + C.

29a) Ip= J (In(x))Ndx = x.(ING))N - N.lp-1 ;

29b) 13=x(In(x))3-3x(In(x))2+ 6x.In(X) -6X + C .
30) Ha= ] sec(x) dx = 5 [ sec(x).tan(x) + In( sec(x) + tan(x) ] + C .

EJERCICIOS SOBRE FUNCIONESHIPERBOLICAS

Recordemos que se definen las funciones "seno hiperbdlico” y "coseno hiperbdlico "

en lamanerasiguiente : senh(x) :¥ , cosh(x) = ex;ex :

31a) Demuestre que senh(x) ' = cosh(x) , cosh(x) ' = senh(X) ;

31b) demuestre que senh(x) es unafuncién inyectivay que su inversa esta definida por la
formula: arcsenh(x) = In(x + V 1+x2) ;

31c) demuestre que la funcion cosh(x) no esinyectiva;

31d) demuestre que la funcién cosh* (X) :[0, +e0 )— [1, +o ) , [ obtenidarestringiendo €
dominio de cosh(x) a conjunto de los nimeros reales no negativos | , tiene funcion inversa, definida
por laférmula: arccosh(x) = In(x + Vx2-1);

31e) demuestre que (arcsenh(x) ) ' = (arccosh(x) ) '= ;

1
V 1+x2 ’ x2-1




